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RESUMO

Aprendemos no Ensino Basico que a soma de uma quantidade finita de
nameros reais é comutativa. Existe um ditado popular que diz: “A ordem dos fatores
nao altera o produto”. Mostraremos que esse resultado, em geral, ndo vale para
“somas infinitas”, ou seja, séries.

Mostraremos um teorema atribuido a Riemann, que prova que séries que
convergem condicionalmente possuem a propriedade de convergirem para qualquer
valor ¢ € R, ap0s uma permutacdo conveniente da ordem na qual seus termos séo
somados. A demonstracao de tal resultado sugere um programa de computador, que
foi construido em SCILAB. Tal trabalho € oriundo de um curso de Andlise Real e de
uma pesquisa bibliografica.

Acreditamos que a compreensdo desse resultado e a exibicdo do programa
em SCILAB ajudam a entender a estranheza do infinito e das séries, topicos de
extrema importancia no estudo da analise.

Palavras-Chave: Séries, Condicionalmente, Convergente, Riemann.

1. INTRODUCAO

Aprendemos no ensino basico que a soma de uma quantidade finita de
de numeros reais é comutativa, isto é, podemos somar 0s termos em qualquer
ordem, sem alterar o resultado. Sera que tal propriedade ainda vale para somas
infinitas?

Veremos que a resposta é negativa. Sejam @M 2 N yma bijecdo e
L:=1%, uma série. Fazendo:

R
0, = a-p(n]ﬂ

;. =0 ! - -]
Chamamos a série Zn=1%» de uma reordenacgéo de Xoia,,
Considere a série harmonica
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que é convergente pelo Critério de Leibniz, que consta em [1], p.146 , mas

(—"+t

nao converge absolutamente, vide [1], p. 135. Escreva S=2 . . Temos:
s (-1t 1 1 1 1
2 2n 2 4 6 B
= 044 0—St 04+ t0——+ (1)
B -T2 4 f ]
Somando (f) e (IT) obtemos:
SR S U I
2 '3 2'5'7 4 ()
Zzs
Note que a série (HIT) ¢ uma reordenacdo de (), e = ¥ °, 0 que mostra que ao

reordenarmos uma série, podemos obter um novo valor. Até onde esse resultado
pode ser levado?

2. METODOLOGIA

Esse trabalho foi oriundo de um curso de Analise Real, e um curso de
Métodos Numéricos, no periodo 2016.1 da Universidade Federal de Campina
Grande, e de uma pesquisa bibliogréfica.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Mostraremos o seguinte teorema, devido a Riemann:

TEOREMA: Seja Za, yma série condicionalmente convergente, isto €, Za,
converge, mas nao absolutamente. Dado um namero real ¢, existe uma reordenagao
(5) dos termos de Z @x tal que & n =€

DEMONSTRAGCAO:

Para tal demonstracéo, definimos o conceito de parte positiva e parte negativa
de uma sequéncia. Dada (a,.), definimos as sequéncias:

p, = max{0,a,

g, = max{0, —a,_

Note que, caso & @ seja convergente, temos
limp, =limg, =lima, =0

E ainda:
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ﬂ':'! = p?! - q?!
|ﬂ':'!| = PJ! + q?!

Segue das igualdades acima a afirmacao que sera usada posteriormente:

Afirmacdo: Se Xa, ¢ condicionalmente convergente, entao
Ip,=Xq,=+®

Voltemos & demonstracdo do teorema principal. Fixado € € &, chamemos de
(t.) a sequéncia da somas parciais da nova série, formada reordenando Zﬂu,
tomando como primeiros termos P1 Pz -+ Pn,» de forma que ™1 seja 0 menor indice

X >c :

para o qual “n=1Pn , OU seja:

Py +P: +eet pnl—l =c< Py + P2 + - +pnl—1 + p:'zj_ = t:'zj_ ('{j

Tal escolha é possivel pela afirmacdo. Em seguida, tomemos os termos

negativos ~— 91+ ~ 92 =+ T fn, onde ™2 é o primeiro indice para o qual a soma
parcial da reordenacao fica menor que o c fixado. Matematicamente, isso significa:
ty, =1t ++p, —q—q——q, <c (1)
Mas
csptp+otp, —q G —q, ()

Continuamos esse processo indefinidamente. Obtemos assim uma
reordenacao de Lx, tal que as reduzidas da nova série tendem para ¢- Com efeito,
para todo ! impar, temos de maneira analoga a (1) que

0<t, —c=p,.

E analogamente a (1) ¢ (1) segue que

ﬂ :: c— t-:'zl'-a-l :: q”l'-a-ll

Mas como
limp, =limg, =limx, =0

. limt, =¢ . . . .
Concluimos que i—s ™ . Ainda, pela maneira como foi construida a

sequéncia (), temos os seguintes casos:
fimpar, i, Sn<ng, =t, =t,<t,,

ipar,; Sn<ng, =t, <t, =t

Mign”

t?!

. lim C
Assim, temos n—== , 0 que mostra o resultado.
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Figura 1. Aqui, usamos o algoritmo da demonstracdo para fazer a

(=t

reordenacao de n  que converge para 0.5. Figura construida no Geogebra.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Gostariamos primeiramente de observar que a demonstracdo do teorema
principal pode ser generalizada escolhendo um lim sup e um lim inf, ao invés de
simplesmente escolher um limite. Observamos também que a demonstracdo €
construtiva, e o algoritmo usado pra constru¢cdo da reordenacdo é facilmente
programavel. Deixamos assim o desafio de construir tal programa, na linguagem que
o leitor achar mais adequada. O autor 1 o fez em SCILAB.

Acreditamos que o teorema ajuda a entender a estranheza do infinito, sendo
mais um exemplo em que uma hipétese de infinitude faz com que a situacao fuja do
intuitivo. Tal teorema pode ser, portanto, um exemplo instigante para alunos de
graduacdo em um curso de analise, ou até num curso de calculo.
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